
自纠缠场贝尔曼方程数值求解框架

一、核心求解挑战

针对自纠缠场贝尔曼方程，其数值求解的核心难点源于自纠缠项（ 𝛹𝛹⊛ 𝛹𝛹）的引入，该

项让方程从传统偏微分方程（PDE）升级为非线性积分-微分方程（卷积本质为积分过

程），传统贝尔曼方程的求解方法（如值迭代）无法直接应用，需设计融合偏微分方程

求解、积分算子计算与非线性优化的混合数值方案。

二、核心求解策略：算子分裂与迭代

因方程同时包含对流项、哈密顿量和非局部自纠缠项，直接求解难度极高，采用**算

子分裂（Operator Splitting）**技术，将单个时间步的演化分解为三个独立子步骤，

分步选用适配数值方法，降低求解复杂度。

以连续场论形式方程为基础：

𝜕𝜕𝑡𝑡𝑉𝑉 = − 𝛻𝛻𝑉𝑉 ⋅ 𝑣𝑣 − H 𝑉𝑉 𝛱𝛱 + 𝛾𝛾( )𝛹𝛹⊛ 𝛹𝛹 +𝑈𝑈( )𝛹𝛹

在时间步 𝛥𝛥𝑡𝑡内，求解分解为：

1. 对流步（AdvectionStep）：求解 𝜕𝜕𝑡𝑡𝑉𝑉 = − 𝛻𝛻𝑉𝑉 ⋅ 𝑣𝑣

2. 哈密顿步（HamiltonianStep）：求解 𝜕𝜕𝑡𝑡𝑉𝑉 = − H 𝑉𝑉 𝛱𝛱

3. 自纠缠与奖励步（Entanglement&RewardStep）：求解 𝜕𝜕𝑡𝑡𝑉𝑉 = 𝛾𝛾( )𝛹𝛹⊛ 𝛹𝛹 +𝑈𝑈( )𝛹𝛹

三、连续场论形式的数值离散化

将时空域离散为网格， 𝑉𝑉𝑖𝑖𝑗𝑗𝑘𝑘
𝑛𝑛 表示时间 𝑛𝑛𝛥𝛥𝑡𝑡、空间点 𝑖𝑖𝛥𝛥𝑥𝑥 𝑗𝑗𝛥𝛥𝑦𝑦 𝑘𝑘𝛥𝛥𝑧𝑧 处的价值场近似值，分

模块完成离散求解。

（一）对流项 𝛻𝛻𝑉𝑉 ⋅ 𝑣𝑣的求解

采用迎风格式保证数值稳定性，贴合信息物理传播方向，避免数值振荡，以一维为

例：

• 若速度 𝑣𝑣 > 0： 𝛻𝛻𝑉𝑉 ⋅ 𝑣𝑣 ≈ 𝑣𝑣 ⋅
𝑉𝑉𝑖𝑖
𝑛𝑛 − 𝑉𝑉𝑖𝑖 − 1

𝑛𝑛

𝛥𝛥𝑥𝑥

• 若速度 𝑣𝑣 < 0： 𝛻𝛻𝑉𝑉 ⋅ 𝑣𝑣 ≈ 𝑣𝑣 ⋅
𝑉𝑉𝑖𝑖 + 1
𝑛𝑛 − 𝑉𝑉𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝛥𝛥𝑥𝑥

（二）哈密顿项 H 𝑉𝑉 𝛱𝛱 的求解

哈密顿量含梯度项（如 |𝛻𝛻𝑉𝑉|2 ），核心是精准计算梯度，选用中心差分/ENO/WENO高

阶格式：

1. 梯度离散形式（以一维为例）： 𝛻𝛻𝑉𝑉 ≈
𝑉𝑉𝑖𝑖 + 1𝑛𝑛 − 𝑉𝑉𝑖𝑖 − 1𝑛𝑛

2𝛥𝛥𝑥𝑥



2. 将梯度结果代入哈密顿量公式，完成哈密顿项计算。

（三）自纠缠项 𝛹𝛹⊛ 𝛹𝛹的求解（核心创新点）

自纠缠项为积分-微分核心项，计算量大，分两种场景适配求解：

1.场景A：卷积形式（ 𝛹𝛹∗ 𝛹𝛹）

直接计算复杂度为 𝑂𝑂( )𝑁𝑁2 ，三维网格下代价极高，采用**快速傅里叶变换（FFT）**加

速，依据卷积定理（时域卷积=频域乘积）：

• 步骤 1：对 𝛹𝛹做FFT： 𝛹𝛹= 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇( )𝛹𝛹

• 步骤 2：频域点乘： 𝛷𝛷 =𝛹𝛹 ⋅ 𝛹𝛹

• 步骤 3：逆 FFT： 𝛹𝛹⊛ 𝛹𝛹= 𝐼𝐼𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇 𝛷𝛷

复杂度降至 𝑂𝑂( )𝑁𝑁log𝑁𝑁 ，支持大规模计算。

2.场景B：自注意力机制形式

自纠缠表示为： ( )𝛹𝛹⊛ 𝛹𝛹 ( )𝑥𝑥 = ∫𝐾𝐾 𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝛹𝛹( )𝑦𝑦 𝑑𝑑𝑦𝑦 （ 𝐾𝐾 为可学习核函数），通过矩阵乘法实

现，将场 𝛹𝛹展平为向量、核 𝐾𝐾表示为矩阵，利用GPU并行化加速计算。

四、工程离散形式的迭代算法

针对工程离散版方程，采用改进值迭代算法，融入自纠缠项计算，可直接编程落地。

（一）工程离散核心方程

𝑉𝑉𝑘𝑘 + 1 = ( )1 − 𝛾𝛾 𝑉𝑉𝑘𝑘 + 𝑈𝑈𝑘𝑘 + max𝑣𝑣 H𝑘𝑘 − 𝛻𝛻𝑉𝑉𝑘𝑘 ⋅ 𝑣𝑣𝑘𝑘 + 𝛼𝛼 ⋅ 𝛹𝛹𝑘𝑘 ⋆ 𝛹𝛹𝑘𝑘

（二）迭代算法流程

1.初始化

设定初始价值场 𝑉𝑉0
、初始状态场 𝛹𝛹0

、收敛阈值 𝜀𝜀。

2.迭代循环（ 𝑘𝑘 = 0,1,2,⋯）

• 步骤 a：计算自纠缠项：基于当前状态场 𝛹𝛹𝑘𝑘 ，计算 𝐸𝐸𝑘𝑘 =𝛹𝛹𝑘𝑘 ⋆ 𝛹𝛹𝑘𝑘 （FFT/矩阵乘法实

现）

• 步骤 b：局部最优求解：对每个网格点，求解 max𝑣𝑣 H𝑘𝑘 − 𝛻𝛻𝑉𝑉𝑘𝑘 ⋅ 𝑣𝑣𝑘𝑘 + 𝛼𝛼 ⋅ 𝐸𝐸𝑘𝑘 （梯度上升法

实现局部优化）

• 步骤 c：价值场更新：代入方程得到新价值场 𝑉𝑉𝑘𝑘 + 1

• 步骤 d：状态场更新：依据 𝑉𝑉𝑘𝑘 + 1与最优决策 𝑣𝑣∗ ，更新 𝛹𝛹𝑘𝑘 + 1

• 步骤 e：收敛判断：计算 ‖𝑉𝑉𝑘𝑘 + 1 − 𝑉𝑉𝑘𝑘‖，若小于 𝜀𝜀则停止迭代，否则返回步骤a

五、求解方法汇总表



求解步骤 对应方程项 推荐数值方法 核心技术要点

时间推进 ◦ 算子分裂法 拆分复杂方程

为简单子问

题，分步求解

空间对流 𝛻𝛻𝑉𝑉 ⋅ 𝑣𝑣 迎风格式 贴合物理传播

方向，保证数

值稳定性

哈密顿量 H 𝑉𝑉 𝛱𝛱 中心差分/EN

O格式

精准计算梯

度，保障求解

精度

自纠缠项 𝛹𝛹⊛ 𝛹𝛹 FFT/矩阵乘法 降低积分计算

复杂度，支持

GPU加速

策略优化 max
𝑣𝑣
( )⋅ 局部梯度优化 单网格点最优

动作求解，适

配工程落地

六、总结

自纠缠场贝尔曼方程无现成一键式求解工具，需定制混合数值求解器，融合偏微分方

程求解、FFT加速、自注意力计算与局部优化技术。该求解框架不仅是计算工具，更

契合"自纠缠"核心思想，是实现 RT-Field-OS实时场操作系统、主动自演化智能体的

关键工程路径。


